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Introduction and motivationIntroduction and motivation

WittenWitten’’ss String Field Theory (1986)String Field Theory (1986)

SenSen’’ss conjecture,conjecture,
[[SenSen--Zwiebach,MoellerZwiebach,Moeller--TaylorTaylor,,……]]

VSFT conjecture,VSFT conjecture,
[[RastelliRastelli--SenSen--ZwiebachZwiebach,,……]]

で復活。で復活。

1 1

2 3
, ,BS Q= Ψ Ψ + Ψ Ψ∗Ψ

open string (D25-brane)

T25



2003/5/13 セミナー＠理研 3

Oscillator approach Oscillator approach [Gross[Gross--Jevicki(1986),Jevicki(1986),……]]

無限行列のいくつかの代数関係を用いた形式的な計算無限行列のいくつかの代数関係を用いた形式的な計算

⇒⇒ しかし、素朴な計算では矛盾が生じるしかし、素朴な計算では矛盾が生じる: twist anomaly.: twist anomaly.
[[HataHata--Moriyama,Moriyama, HataHata--MoriyamaMoriyama--TeraguchiTeraguchi,,……]]

NeumannNeumann係数は係数は ∞×∞∞×∞行列なので微妙行列なので微妙..

CFT approach  CFT approach  [[……,LPP(1989),,LPP(1989),……]]

CFTCFTを用いると非自明な古典解としてを用いると非自明な古典解として

などが得られる。などが得られる。 [[……,Takahashi,Takahashi--TanimotoTanimoto, , KishimotoKishimoto--Takahashi,Takahashi,……]]

⇒⇒ しかし、しかし、 `Identity state`Identity state’’ II ををwellwell--defineddefinedにするにはにするには

正則化をする必要がある。正則化をする必要がある。
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MoyalMoyal approachapproach
[Bars(2001),Bars[Bars(2001),Bars--Matsuo(2002)]Matsuo(2002)]

WittenWittenの＊積の＊積 (half string approach)(half string approach)
→→ MoyalMoyal ★★積積

およびおよび

正則化を定めた。正則化を定めた。
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他にも他にも MoyalMoyal approachapproachの流儀がある：の流儀がある：

WittenWittenの＊積（の＊積（oscillator approachoscillator approach））

→→ NeumannNeumann行列の対角化行列の対角化
[[RastelliRastelli--SenSen--ZwiebachZwiebach, , ……]]

→→ 「連続」な「連続」な MoyalMoyal ★★ 積積
[Douglas[Douglas--LiuLiu--MooreMoore--ZwiebachZwiebach, , …… ]]

4
tanh

( ) ( ) ( ) ( )
d i

x p p x
πκκ

κ κ κ κ
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  ∂ ∂ ∂ ∂
−    ∂ ∂ ∂ ∂  

∫

（必要に応じて 「レベルL」 による正則化をしている。）
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Half string and Half string and MoyalMoyal formulationformulation

WittenWittenの＊積の＊積 ～～ 無限行列の積無限行列の積
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式で書くと：式で書くと：

と右半分と左半分に分けてと右半分と左半分に分けてWittenWittenの＊積をの＊積を

のようにのように定義する。定義する。 （ただし中点の自由度は微妙）（ただし中点の自由度は微妙）
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元の非零モード元の非零モード の半分の半分

についてフーリエ変換するとについてフーリエ変換するとhalfhalf--string string の＊積の＊積 がが
(anti(anti--))MoyalMoyal★★積に積にmapmapされる：される：

( ), ,gh gh
n n nx x yµ ( ), ,gh gh

o e ex x yµ

Moyal定式化での座標普通の座標表示 フーリエ変換

( ), , , , , :gh gh
e o

gh gh
e o oox x yp p qµ µ ξ=( ), , , , ,g gh gh

e o e o
h gh

o ex xx y yxµµ

MoyalMoyal ★★積( , , ; , , )b c b cl l l r r r 積＊
half string定式化での座標
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零モードも含めて弦場の零モードも含めて弦場のmapmapを具体的に書くとを具体的に書くと

( )
0 0

0

2 ( ) 2 2
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0

, ,

, , , ,

ˆ
gh gh gh gh gh

e o e o e o eip x c wy p x q yNd gh gh
o e e
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T S R
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d x dc dx dy e e
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x c x x y µ µ µ
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= +
Ψ

（正則化する場合は n≦2N までとる。）
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ここで無限行列ここで無限行列 T,R,S,T,R,S,ww,v,v を導入した：を導入した：

無限行列の積の結合性の破れ無限行列の積の結合性の破れ [Bars[Bars--Matsuo]Matsuo]

計算を計算をwellwell--defineddefinedにするため、正則化する必要あり。にするため、正則化する必要あり。
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RegularizationRegularization
無限行列の正則化：有限行列へ無限行列の正則化：有限行列へ [Bars[Bars--Matsuo]Matsuo]

ををee→κ→κee,o,o→κ→κooとしとしNN××NN行列の関係式へ：行列の関係式へ：

逆にこれを定義だと思うと逆にこれを定義だと思うと

((N,N,κκee,,κκoo))からからT,R,S,T,R,S,ww,,vvががあらわにあらわに定まる。定まる。
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解いた結果は解いた結果は

2 2

2 2 2 2 2 2
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実際、 と置くと
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（符号はN=∞とconsitentに決める。）
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これらの有限行列は次の関係式を満たす
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※特に はもとの無限行列に戻る極限で∞
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MoyalMoyal string field theory (MSFT)string field theory (MSFT)
セットアップセットアップ

（（N,N,κκe,e,κκoo））, e=2,4,, e=2,4,……,2N,o=1,3,,2N,o=1,3,……,2N,2N－－11
2N2N個の個のfrequenciesfrequencies

→→ 正則化された行列正則化された行列T,R,S,T,R,S,ww,,vvが決まる。が決まる。

MoyalMoyal FieldField

d+1d+1個（個（zeromodezeromode）＋）＋(2Nd+4N)(2Nd+4N)個の変数個の変数

非可換座標

ˆ ( , , )0A x ξ ξ

非可換座標

※κe=e,κo=o,N→∞の極限(open string limit)で通常の場合に戻る。
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作用作用 ((WittenWittenののSFTSFTのゲージ固定した作用の正則化のゲージ固定した作用の正則化))

ここでここでSiegelSiegelゲージをとっている：
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∂ ∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ −
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Neumann coefficients Neumann coefficients [BM2,BKM3][BM2,BKM3]

MSFTMSFTではノイマン行列は必要ないがではノイマン行列は必要ないが

対応物を対応物を定義定義できる：できる：operatoroperator形式との比較形式との比較

( )( ) ( ) ( ) ,

exp 0 00 0 0

1 2 3
0 0 0

3

1 2 3 1 2 3 3

1 1

2 2

Tr

rs s r r s s r r r rs s r r s

d

a V a a V p V p p c X b c X b

d x d d d

V p

A A A Vξ ξ ξ

− − − − − =  
 

Ψ Ψ Ψ∫ ∫ ∼

r† † † † † †

★ ★

という同一視をすると、MSFTの言葉 (N,κe,κo) で
あらわにノイマン行列を表せる。
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MSFTMSFTでは任意のでは任意の(N,κe,κo) でで

ははGrossGross--JevickiJevickiの非線形関係を満たす。の非線形関係を満たす。

κκee==e,e,κκoo==o,No,N→∞→∞でのノイマン行列の（数でのノイマン行列の（数
値的）振る舞い値的）振る舞い: : ((成分毎に）

2 2
0 0
2 2
0 0

1/ 2 1 1/ 2
2
0 1/ 2 1/ 2

1 1 1,..., ,...,
3 3 1

0
,...

0

rr rr

e o e

o e o

m mV C X
m m

T
m

T

−

− −

− −
= =

+ +

 
=  
 

� �
� �

�

κ
κ

κ κ Τκ
κ Τκ κ

成分毎に）

4/3 2 /3( ) ( )1 ( .) , 1 ( .)
GJ GJ

rs rs

rs rs

V N X Nconst N const N
V X

− −+ +∼ ∼ 　　
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たとえばたとえば

の比の振る舞いはの比の振る舞いは

1 1 1
00 (3 )o e oV wT T T T w− − −= +κ κ κ 00

1 27log
2 16GJV  ↔ =  

 
　

100 200 300 400

0.997

0.9975

0.998

0.9985

0.999

0.9995

N
00 00( ) / GJV N V
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Application 1: String amplitude Application 1: String amplitude [BKM1][BKM1]

MSFTMSFTの作用：の作用：
からからFeynmanFeynman則を考える。則を考える。

external stateexternal state : : monoidmonoid element (Gaussian)element (Gaussian)を考えれば十分を考えれば十分

（必要に応じて（必要に応じてλλで適当に微分すればよい）で適当に微分すればよい）

特に特に perturbativeperturbative vacuumvacuumはは

( ), , , .
gh gh gh gh ghM

p M
ipx MA ee e ξ ξ ξ λ

λ
ξ ξ ξλξ − −− −=N N

0 0
1 0 ( )

ghgh ghMMc A e e ξ ε ξξ ξξΩ 　　 　 −−↔ =

0
1 1( 1)
2 3

dS d x A L A A A A = − − + 
 ∫ Tr ★ ★ ★

τ-evolved monoid element （プロパゲータがくっついたとき）

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 11

0 0

0

sinh sinh cosh cosh ,

,
gh gh gh gh ghgh gh gh gh gh

M M M M

ML M Mipx ipxMe e ee e e e

τ τκ τκ τκ τκ

ξ τ ξ ξ λ ττ ξ ξ ξ λ ξ τ ξ ξλ τξ ξ ξλ τ

− −−

= + +

− −− − − − −− −

  

=NN

� � � � " これも再びGaussian
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VertexVertex：： MoyalMoyal積をとる「非可換空間」上の場の理論積をとる「非可換空間」上の場の理論

GaussianGaussian同士の同士のMoyalMoyal積も積もGaussianGaussian

1 2 1 2 3( ) ( ), ( ) ( ) ( ),A A A A Aξ ξ ξ ξ ξ "★ 　　 ★ ★

例例：： 44--tachyon amplitudetachyon amplitude

( )( )0
1 2 3 4 Tr Ldd x e A A A Aτ−= ∫ ★ ★ ★

( )( )

2 2

1 2 3 4 22 2

2 2
1 2 1 3

1 1
2 2

1 11 1
1 3 1 3

1 11 1
3 3

e o

e o

d
d

i

tt tte e
tt tt

p p p p
tt tte e
tt tt

p p p p p

δ

α β τ
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− −

   − −   − −         + +      + + +
    − −   − −          + +        

× − + + + + +

/

det det
~ ( )

det det

exp ( ) ( ) ( )　　

κ τ κ τ

κ τ κ τ

τ τ
4

2 1 2 1 2

1
e o

i

t Tγ τ −

=

 
= 

 
∑ / /( ) , ,"　　　 κ κ

1

2 3

4τ
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フーリエ変換した座標（フーリエ変換した座標（ηη）では）では……
External stateExternal state ::

も再びも再びGaussianGaussian

VertexVertex ::

MoyalMoyal積からくる積からくるphase factorphase factorがつく。がつく。←←非可換場の理論と同様非可換場の理論と同様

PropagatorPropagator :

( ) ( )4
2

2 , , ,(2 )

gh ghN
Nd

gh
Nd

i
p M

d
d eA e Aξ ηξη

λ
ξ

ξ
π

η ξ−= ∫�
N

( ) ( )1
2 4

1
1 1

2 2
gh gh gh gh
i j n

Nd N
i j n

i j i j

η η η ηη ση δ η η δ
< <

Σ + +
 
− − + + 
 

∑ ∑exp ""

: ( )
( )2

4
2

0 ( ) ''

2
(: ) ( ), ', ,

Nd

gh gh gh ghN
Nd

gh pLi id
d ee ep e eξ η ξ ητξη ξηξ

π

ξη η τ −−−= ∫∆

※「普通」の非可換場の理論と違ってηーη’の関数ではないがGaussian

1-loop vacuum amplitude: ( )

( ) ( ) ( )

40 2

( 2) ( 2)
22

0 0

, , ,

2 1 1

N gh

e o

NdLd d

dd d d

e o

ddd p e d p p

e e

τ

τκ τκ

ηη η η τ

π τ

∆−

− − − − −− −

> >

=

= − −

∫ ∫ ∫

∏ ∏

Tr　　

, ,e oe o Nκ κ= = = ∞※ で正しいスペクトラムを再現。
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Application 2: Splitting limit Application 2: Splitting limit [BKM2][BKM2]

N:N:有限でも運動方程式：有限でも運動方程式：

をそのまま解くことは難しい（をそのまま解くことは難しい（∵∵MoyalMoyal積の非線形方程式）が、積の非線形方程式）が、

splitting limitsplitting limit：：κκee==κκoo では厳密に解ける。では厳密に解ける。 実際実際

0( 1) 0L A A A− + =★

( )
0 0

0 0 0

0
0

'
'

1 2

2 4

( 1) ,

( ) ,

(oscillators) ,
1 e o

e o

b c c b
e e e e e e e

e

e e
ee

d

L A A A A

w w
ww > >

− −
>

−
− −=

− = + +

= + + −

+ ∑ ∑

∑
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★ ★
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κ κν

κ β β β β β

γ

γ

β ν

L L

L

と書き直せるが splitting limitではwe=0よりγの項が消える！
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splitting limitsplitting limitでのでのe.o.m.e.o.m.

の厳密解：の厳密解：

特に特にPP＝＝butterflybutterfly

の場合の解のまわりでは元のの場合の解のまわりでは元のtachyon masstachyon mass2  2  がが にシフトする：にシフトする：
``tachyon vacuum (!?)``tachyon vacuum (!?)’’’’

0 0 0A A A A+ + =★ ★ ★L L

0 00 ,2 , .P P P P P PA P = == − ★ ★ ★★ 　 L LL

2− ν 2ν

( 2 )

2 4
22 0 0N d

b c b ce
e e e e e e e e e

e e
x x p p ix x ip p

BA e e
κ

κ−
− − − −

= ∼
κ

κ

※VSFTのe.o.m.(matter部分） はMoyalのoscillatorを無視したもの。
⇒ を 1 とするとVSFTの解：Projector

A A A∗ =
02− L

(0)
02

BP A BA A Aν== − =★L
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splitting limitsplitting limitからのズレからのズレ((中点の自由度の効果中点の自由度の効果))：：
γγ項を摂動的に扱うと項を摂動的に扱うと

を解いて解を解いて解 を求めればよい。を求めればよい。

摂動の摂動の11次では：次では：

open string limitopen string limit :: κκee==e,e,κκoo==o,No,N==∞∞で発散。で発散。

⇒⇒ 素朴には素朴にはsplitting limitsplitting limitからの摂動としては扱えない！からの摂動としては扱えない！

1
( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

0 0
1

(0)
0 0 0

' ' ,

' 2 ,

k
k k k l k l

l

B

A A A A A

A Aν

γ
−

− −

=

+ = − −

= + = +

∑★ ★ ★

L

L L

L L

2

0(1) 2
4 1

e e
e

B

w
dA A

ww
δ δ >−

= + =
+

∑
…,  

κ

(0) (1) (2)A A A A= + + +"
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Summary and DiscussionSummary and Discussion

まとめまとめ

MSFTMSFTははopen string limitopen string limitででWittenWittenののSFTSFTをを

再現する正則化だと期待できる：再現する正則化だと期待できる：

N:N:有限とする限り途中計算は有限とする限り途中計算はwellwell--defineddefined、、

perturbativeperturbative spectrumspectrumの一致、の一致、

NeumannNeumann行列の一致。行列の一致。

Splitting limitSplitting limitを考えるとを考えるとMSFTMSFTの解が厳密の解が厳密

に求まる。に求まる。
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課題課題

原理的な問題：原理的な問題：

MSFTMSFTだけで閉じた定式化にするために：だけで閉じた定式化にするために：

物理的状態を指定するための物理的状態を指定するためのBRST operator BRST operator 
((VirasoroVirasoro) ) をどう記述すればよいか？をどう記述すればよいか？

ゲージ不変な作用の構成（？）ゲージ不変な作用の構成（？）

Super string field theorySuper string field theoryへの拡張は？への拡張は？

技術的な問題：技術的な問題：

VenezianoVeneziano amplitudeamplitudeなどをなどをMSFTMSFTの処方箋で解析的の処方箋で解析的

に再現していることを示す。に再現していることを示す。

Open string limitOpen string limitでの非自明な厳密解の構成。での非自明な厳密解の構成。

それがだめでも近似の良い方法は？それがだめでも近似の良い方法は？
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VariationalVariational methodmethod ((数値実験数値実験))
((ξξのの22次式次式))××GaussianGaussian

ののansatzansatzのもとでのもとでpotential height (D25potential height (D25--brane brane 
tensiontensionとのとのratio)ratio)を数値的に評価を数値的に評価::

2 3 4 5 6 7 8

1.35

1.4

1.45

1.5

1.55

1.6

1.65

N

U/T25

145個のパラメータを振った。
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Truncated Truncated VirasoroVirasoro/BRST operator/BRST operator
素朴に素朴にoscillatoroscillatorををMMで切るで切る(                   (                   へ制限するへ制限する))と、, , |n n n n Mb cα ≤ と、

( ) ( )
1

2

1 1 1 1 1 1

, ,

, , , , ,

1 ,
2

1 ( )( ) : :
2

or

M m M M n M

B m n m n k k m n k m n k
m n k M n n m k M m

matter matter
m n m n

m M n M M m n

n m k m n k
n m k m n m n k M

M m n k M m n k

Q c c n k c c m k

c c L L

m n k m n c c c b

α α α α
−

− − − − − − +
= = = − + = = = − +

− −
≤ ≤ < +

− − − + +
+ + + ≤

< + − < − +

= − + − +

 +  

+ − − −

∑∑ ∑ ∑∑ ∑

∑

　 　 　

　　　　

　　　　

{ }

3 0

1

2 241 26
2 6 6

or M m n k

M

m m
m

d adc c m m

< − −

−
=

− −− + + 
 

∑

∑

　

　　　　

なのでさらにM/3に制限した空間では(iff d=26,a0=1で)ベキ零。
→ この空間でQBがderivationになっているか？（計算中）



2003/5/13 セミナー＠理研 30

TruncationTruncation？？
実はN=∞の極限はかなり微妙かなり微妙

( ) ( ) ( ) ( )/ ,, N N N N
o o ee o e eo v v f w w fe oκ κ ∞ ∞= == = 　とすると　

50 100 150 200

1.5

2

2.5

3

3.5

500 1000 1500 2000

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

100N
nf

= 1000N
nf

=

n n

有限レベルに限ったところをみて、N→∞にすると収束するが
（弱い意味での収束）、
ノイマン行列のノルムなど「強い意味」では収束していない。
同様な問題は従来のレベルトランケーションにも存在する。

[I.Ellwood-J.Shelton-W.Taylor]
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